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计算机代数：从一个例子开始

Maple 例子：上面截图中曲面方程应为 x3 + 2xyz − z2
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计算机代数：交叉学科
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计算机代数：应用

几何定理的机器证明 机器人运动学

曲线与曲面的计算 密码学
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代数曲面
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代数曲面

多项式 VS 曲面 =⇒ 代数表达式 VS 几何表示
隐式表示 VS 显示表示

更多代数曲面：http://homepage.univie.ac.at/herwig.hauser/bildergalerie/gallery.html

http://homepage.univie.ac.at/herwig.hauser/bildergalerie/gallery.html
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多项式代数

学科 线性代数 ⇝线性 多项式代数 ⇝非线性w� w�
核心 求解线性方程组 求解多项式方程组w� w�

代数对象 线性空间/矩阵 理想/代数簇
工具与方法 高斯消去法 三角列/Gröbner 基
软件与实施 Matlab/LinBox Maple/Mathematica

符号计算 (VS 数值计算)
计算机代数又称符号计算，主要处理具有含义的抽象符号，主要
研究如何进行这些符号之间的精确运算，因而没有误差。

数值计算：有误差、数值稳定性、收敛速度、计算效率

（理论）数学中的运算都是符号运算：如高斯消去法
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课程基本信息

本科生 48 学时, 研究生 32 学时 (!!?)
教材: 《多项式代数》. 王东明, 牟晨琪等, 高等教育出版社.

参考书目

《计算机代数》. 王东明, 夏壁灿, 李子明, 清华大学出版社, 2007
《Ideals, Varieties, and Algorithms》 (3rd Edition). D. Cox, J. Little,
D. O’shea. Springer, 2007 (已引进，《理想、簇与算法》)
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课程基本内容：共计六部分

1 多项式基础（10 课时, 本研）
多项式基础、域论初步、结式、最大公因子的计算

2 多项式消元与方程求解（12 课时，本研）
Groebner 基方法、三角化方法、多项式方程组求解

3 计算实代数几何（8 课时，本研）
实闭域、实根隔离、柱形代数分解

4 计算机代数系统（2 课时，本研）
5 计算交换代数与代数几何（8 课时，本）

理想与代数簇、理想的基本运算、理想与代数簇的分解

6 应用（8 课时，本）
几何定理的机器证明、曲线与曲面的计算、微分系统的定性
分析

考核方式

预计留4/3 道大作业，以 4/3 次大作业综合得分作为考试成绩
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第一章

多项式—概念及基本运算
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1.1 多项式基础
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多项式
设 R 为带单位元的交换环, x1, . . . , xn 为 R 上的未定元.

称形式幂积 xα1
1 · · · xαn

n (αi ⩾ 0) 为关于 x1, . . . , xn 的项 (term), 简
记为 xα, 其中 x 和 α 分别表示向量 (x1, . . . , xn) 和 (α1, . . . , αn).

αi 为 xα 关于变元 xi 的次数 (degree), 记为 deg(xα, xi)

α1 + · · ·+ αn 为 xα 的全次数 (total degree), 记为 tdeg(xα).

称有限和 F =
∑

α cα xα (cα ∈ R) 为 R 上关于 x1, . . . , xn 的多
项式 (polynomial)

cα 为 F 关于项 xα 的系数 (coefficient), 记为 coef(F,xα)

若 cα ̸= 0, 则称 cα xα 为 F 的 单项式 (monomial).
F 关于变元 xi 的次数 (degree)

deg(F, xi) := max{deg(xα, xi) : coef(F,xα) ̸= 0}

F 的全次数 (total degree)
tdeg(F) := max{tdeg(xα) : coef(F,xα) ̸= 0}
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多项式环

对于 R 上关于 x1, . . . , xn 的任意多项式 F =
∑

α aα xα, G =∑
α bα xα, 定义加法和乘法如下:

F + G :=
∑
α

(aα + bα)xα, F · G :=
∑
γ

cγ xγ ,

其中 cγ =
∑

α+β=γ aαbβ.

按上述定义的加法和乘法, R 上关于 x1, . . . , xn 的所有多项式组
成的集合构成带单位元的交换环, 称为 R 上关于 x1, . . . , xn 的多
项式环 (polynomial ring), 记为 R[x1, . . . , xn] 或 R[x].

当 n = 1 时, 称为一元多项式环 (univariate polynomial ring);
当 n > 1时, R[x]称为多元多项式环 (multivariate polynomial
ring).
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多项式：从项的角度, 项序
变元 x1, . . . , xn 的所有项组成的集合记为 T(x): x1 < · · · < xn

集合 T(x) 上的全序关系 < 称为项序 (term ordering), 如果:
1 对任意 µ1, µ2, µ ∈ T(x), 若 µ1 < µ2, 则 µµ1 < µµ2;
2 < 为良序, 即 T(x) 中任意非空子集关于 < 都有最小元.

常见的全序

设 xα = xα1
1 · · · xαn

n , xβ = xβ1
1 · · · xβn

n ∈ T(x)
1 字典序 (lexicographical order): xα <lex xβ ⇔

存在 i (1 ⩽ i ⩽ n), αj = βj (i + 1 ⩽ j ⩽ n) 且 αi < βi
2 分次字典序 (graded lexicographical order): xα <grlex xβ ⇔

tdeg(xα) < tdeg(xβ), 或者 tdeg(xα) = tdeg(xβ) 且 xα <lex xβ

3 分 次 逆 字 典 序 (graded reverse lexicographical order):
xα <grevlex xβ ⇔
tdeg(xα) < tdeg(xβ), 或者 tdeg(xα) = tdeg(xβ) 且 xα<rlexxβ.
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项序

Example
设变元序为 x < y < z. 多项式

x2yz + 2 x3yz + 3 xy3 + 4 y2z2 ∈ Z[x, y, z]
可按字典序、分次字典序和分次逆字典序从大到小排列:

字典序: 4 y2z2 + 2 x3yz + x2yz + 3 xy3;
分次字典序: 2 x3yz + 4 y2z2 + x2yz + 3 xy3;
分次逆字典序: 2 x3yz + 4 y2z2 + 3 xy3 + x2yz.

设 F =
∑

α cα xα 为 R[x] 中的非零多项式, < 为 R[x] 上的项序,
则 F 关于 < 的

首项 (head term): ht<(F) := max<{µ : µ ∈ T(F)}
首项系数 (head coefficient): hc<(F) := coef(F,ht<(F))
首单项式 (head monomial): hm<(F) := hc<(F) · ht<(F)

在不引起混淆的情况下, 分别简写为 ht(F), hc(F) 和 hm(F).
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项序

引理 1.1.5
设 < 为 T(x) 上的全序关系, 则 < 为良序当且仅当 T(x) 中任意
严格递减序列都终止.

证明: 不存在不终止的严格递减序列.
上述引理常常用来证明多项式算法的终止性.

定理 1.1.6
全序关系 <lex, <grlex 和 <grevlex 均为项序.

下面仅证明字典序 <lex 的情形: 利用上述引理
逆字典序不是项序.
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多项式：从变元的角度

所有 k (1 ⩽ k ⩽ n) 都有 R[x] = R[x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xn][xk],
F ∈ R[x] 可以写成下面的形式

F =

dk∑
i=0

Ci xi
k

其中 Ci ∈ R[x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xn], dk=deg(F, xk),且 Cdk ̸=0.

称 Cdk 为 F 关于变元 xk 的导系数 (leading coefficient), 记
为 lc(F, xk).

对 F ∈ R[x] \ R, 定义 F 的：
类 (class): F 所含变元的最大下标

cls(F) := max{k : deg(F, xk) > 0, 1 ⩽ k ⩽ n};
导元 (leading variable): lv(F) := xcls(F)

导次数 (leading degree): ldeg(F) := deg(F, lv(F))
初式 (initial): ini(F) := lc(F, lv(F))
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多项式：从变元的角度

Example
考虑 Z[x1, . . . , x3] 中多项式

F = 4 x1x22x3 + 4 x33 − 5 x31 − 3 x1x22x33 + 7 x21x23.

对变元序 x1 < x2 < x3 以及项序 <lex, 容易看出

ht(F) = x1x22x33, hc(F) = −3, hm(F) = −3 x1x22x33,
cls(F) = 3, lv(F) = x3, ldeg(F) = 3, ini(F) = −3 x1x22 + 4
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域上的一元多项式

设K为域, F ∈ K[x],将 deg(F, x)和 lc(F, x)简记为 deg(F)和 lc(F).

定理 (不证明)

设 K 为域, G 为 K[x] 中的非常数多项式, 则对任意 F ∈ K[x], 存
在唯一的 Q,R ∈ K[x] 使得

F = QG + R, (1)
其中 deg(R) < deg(G).

若上述定理中的条件满足, 则称 (1) 式为 F 关于 G 的带余除法
公式 (division formula), 而 Q 和 R 分别为 F 关于 G 的商 (quo-
tient) 和余式 (remainder).
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带余除法算法

例: x3 + 2x + 1 除以 2x + 3 ∈ Q[x]

问: x3 + 2x + 1 除以 2x + 3 ∈ Z[x]？



引言 多项式基础

带余除法算法

例: x3 + 2x + 1 除以 2x + 3 ∈ Q[x]
问: x3 + 2x + 1 除以 2x + 3 ∈ Z[x]？
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多元多项式的伪除

命题 (伪除, 证明)
设 F,G ∈ R[x], xk 为一变元, 且 l = deg(G, xk), m = deg(F, xk).
若 l > 0, 则存在 Q,R ∈ R[x] 以及整数 0 ⩽ s ⩽ m − l + 1 使得

lc(G, xk)
sF = QG + R, 且 deg(R, xk) < l. (2)

若固定 s, 则 Q,R 唯一确定.

表达式 (2) 为 F 关于 G 的伪余公式 (pseudo-remainder for-
mula)
Q: F 对 G 关于 xk 的伪商 (pseudo-quotient), pquo(F,G, xk)

R为 F对G关于 xk的伪余式 (pseudo-remainder), prem(F,G, xk)

称 F 关于 G 是约化的 (reduced): deg(F, lv(G)) < ldeg(G),
显然 prem(F,G) 关于 G 是约化的
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多元多项式的伪除

Example

考虑多项式 F = 2y3 − y2 + x2y, G = xy2 + 1. 由伪除算法可得 F
对 G 关于 y 的伪余公式为

x2F = (2xy − x)G + x4y − 2xy + x.
特别有,

pquo(F,G, y) = 2xy − x,
prem(F,G, y) = x4y − 2xy + x.
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1.2 域论初步
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多项式的零点
本节中 F , K 和 L 皆为域.

定义

若 F ⊆ K, 则称 K 为 F 的扩域 (extension field), 而 F 为基
域 (base field).

赋值同态

设 K 为 F 的扩域. 对任意 F =
∑

α cα xα ∈ F [x] 及 a ∈ Kn, 定
义在 a 处的赋值同态 eva: F [x] −→ K 为

eva(F) :=
∑
α

cα aα.

也将 eva(F) 记为 F(a) 或 F|x=a.

若 F(a) = 0, 则称 a 为 F 在 Kn 中的零点 (zero).
当 F 为一元多项式时, 其零点 a ∈ K 通常称为 F 在 K 中
的根 (root).

若 K 未明确给出, 则 F 的根意指在 F 的某个扩域中.
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根的重数

重根

设 F ∈ F [x],而 K为 F 的扩域. 对 F在 K中的根 a,若 (x−a)r |F,
而 (x−a)r+1 ∤ F,则称 r为 a的重数 (multiplicity),而 a为 F的 r重
根. 当 r = 1 时, a 称为 F 的单根 (simple root); 当 r > 1 时, a 称
为 F 的重根 (multiple root).

如何判断重根并计算其重数？

形式导数

设 F =
∑m

i=0 ci xi ∈ F [x]. 定义 F 的形式导数 (formal deriva-
tion) 为

F′ :=

m∑
i=1

ici xi−1.

定义 F(r) := (F(r−1))′ / 导数运算的基本性质
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域的特征
形式导数的计算与域的特征有密切的关系

F = x3 + 1 ∈ F3[x], 则 F′ =?

域的特征

对任意 a ∈ F , 使得 sa = 0 成立的最小正整数 s 称为 F 的特
征 (characteristic), 记为 char(F).

如不存在这样的整数, 则称 char(F) = 0.
对任意域 F , 要么 char(F) = 0, 要么 char(F) = p > 0, 其
中 p 为素数.

命题 (不证明)
设 F ∈ F [x], 则下列结论成立:

1 若 char(F) = 0, 则 F′ = 0 当且仅当 F ∈ F ;
2 若 char(F) = p > 0, 则 F′ = 0 当且仅当存在 G ∈ F [x], 使
得 F = G(xp), 即 F ∈ F [xp].
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判断根的重数

命题 (证明)
设 char(F) = 0, 而 F ∈ F [x], 则下列结论成立:

1 a 是 F 的 r 重根当且仅当对所有 i (0 ⩽ i < r),F(i)(a) = 0
且 F(r)(a) ̸= 0;

2 a 是 F 的 r 重根当且仅当 a 是 gcd(F,F′) 的 r − 1 重根.

Example
令 F = (x − 1)3(x − 2)2 ∈ Q[x], 则

F′ = 3(x − 1)2(x − 2)2 + 2(x − 1)3(x − 2)

F′′ = 6(x − 1)(x − 2)2 + 12(x − 1)2(x − 2) + 2(x − 1)3

F′′′ = 6(x − 2)2 + 36(x − 1)(x − 2) + 18(x − 1)2

F′(2) = 0,F′′(2) = 2,F′(1) = F′′(1) = 0,F′′′(1) = 6.
gcd(F,F′) = (x − 1)2(x − 2) =⇒ 无平方因子？
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有限生成扩域

定义

设 K 为 F 的扩域, 而集合 S ⊆ K. 称
K中包含 F 和 S的最小环为由 F 和 S生成的环,记为 F [S].
称 K 中包含 F 和 S 的最小域为由 F 和 S 生成的域, 记
为 F(S).
若 S = {a1, . . . , an}, 则记 F [S] = F [a1, . . . , an], F(S) =
F(a1, . . . , an), 而称 F(S)为 F 的有限生成扩域 (finitely gen-
erated extension).

命题 (不证明)
设 K 为 F 的扩域, 而 a1, . . . , an ∈ K, 则

F [a1, . . . , an] = {F(a1, . . . , an) : F ∈ F [x]},

F(a1, . . . , an) =
{F(a1, . . . , an)

G(a1, . . . , an)
: F,G ∈ F [x],G(a1, . . . , an) ̸= 0

}
.
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代数元与极小多项式

代数元、超越元

设 K 为 F 的扩域, 而 a ∈ K. 若存在非零多项式 F ∈ F [x], 使
得 F(a) = 0, 则称 a 为 F 上的代数元 (algebraic element); 否则
称 a 为 F 上的超越元 (transcendental element).

代数扩域 (algebraic extension): 若 K 中每个元都是 F 上的
代数元; 否则称为超越扩域 (transcendental extension).

设 r ∈ Q, 则 m√r 为 Q 上的代数元, 因为它是 xm − r ∈ Q[x] 的根.
而 e 和 π 都是 Q 上的超越元 (证明很繁琐、化圆为方).

极小多项式

设 a 是 F 上的代数元, 称 F [x] 中满足 P(a) = 0 的次数最低的首
一多项式 P 为 a 在 F 上的极小多项式 (minimal polynomial), 记
作 min(F , a).
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极小多项式的性质

若基域不同, 代数元的极小多项式也有可能不同.
i 是 Q, R 和 C 上的代数元, 易知 min(Q, i) = min(R, i) =
x2 + 1, 而 min(C, i) = x − i.

命题 (证明)
设 K 为 F 的扩域, a ∈ K 为 F 上的代数元. 令 P = min(F , a),
m = deg(P), 则下列结论成立:

1 P 在 F 上不可约;
2 设 G ∈ F [x], 则 G(a) = 0 当且仅当 P |G;
3 F(a) ∼= F [x]/⟨P⟩, 从而 F(a) 中每个元均可唯一表
为

∑m−1
i=0 ciai, 其中 ci ∈ F ;

4 1, a, . . . , am−1 是 F 向量空间 F(a) 的一组基.
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1.4 结式
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结式：用根定义

F =

m∑
i=0

ai xi, G =

l∑
j=0

bj xj ∈ R[x]

其中 am, bl ̸= 0, 且 m, l > 0.

一元结式

F,G ∈ R[x] 关于 x 的结式 (resultant) 定义为

Res(F,G, x) := al
mbm

l

m∏
i=1

l∏
j=1

(αi − βj),

其中 αi (1 ⩽ i ⩽ m) 和 βj (1 ⩽ j ⩽ l) 分别为 F 和 G 的根.

Res(F,G, x)=0 当且仅当 F 和 G 有公共根, 且容易验证

Res(F,G, x) = al
m

m∏
i=1

G(αi) = (−1)mlbm
l

l∏
j=1

F(βj).
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Sylvester 结式
Sylvester 矩阵
称 m + l 阶方阵

am am−1 · · · a0

. . . . . . . . . . . .
am am−1 · · · a0

bl bl−1 · · · b0
. . . . . . . . . . . .

bl bl−1 · · · b0



 l

m

为 F 和 G 关于 x 的Sylvester (西尔维斯特) 矩阵, 记作 Syl(F,G, x).

Syl(F,G, x) 的前 l 行: xl−1F, . . . , xF,F 的系数 (后面行)

Sylvester 结式
称矩阵 Syl(F,G, x) 的行列式为 F 和 G 关于 x 的 Sylvester 结式,
记作 res(F,G, x) =⇒ ∈ 哪里？
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Sylvester 结式

res(G,F, x) = (−1)ml det(Syl(F,G, x)) = (−1)ml res(F,G, x)

Example
F = x3 + 3 x − 1, G = F′ = 3 x2 + 3, 则

res(F,G, x) = det


1 0 3 −1 0
0 1 0 3 −1
3 0 3 0 0
0 3 0 3 0
0 0 3 0 3

 = 135,

且 res(G,F, x) = (−1)6 res(F,G, x) = 135.

res(F,G, x) VS Res(F,G, x)?
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结式的性质 I

命题 (证明)
设 F, G ∈ R[x] 如前所示, 则存在 A,B ∈ R[x], 使得 AF + BG =
res(F,G, x), 且 deg(A) < l,deg(B) < m.

将 Sylvester 矩阵的第 i 列乘以 xm+l−i 然后加到最后一列, 变为

am am−1 · · · a0 xl−1 F
. . . . . . . . . . . .

am am−1 · · · F
bl bl−1 · · · b0 xm−1 G

. . . . . . . . . . . .
bl bl−1 · · · G



 l

m

将上述矩阵的行列式按最后一列展开即证.
矩阵的第 3 类初等变换，不改变行列式
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结式的性质 II

命题 (证明)
设 F, G ∈ R[x] 如前文所示, 则下列条件等价:

1 res(F,G, x) = 0;
2 存在非零多项式 A,B ∈ R[x], 使得 AF + BG = 0,
且 deg(A) < l,deg(B) < m.

线性方程组是否有非零解

推论 (证明、结式的重要性质)
设 F, G ∈ R[x] 如前文所示, 则 res(F,G, x) = 0 当且仅当 F 和 G
有非常数公因子.

VS Res(F,G, x) (= 0 当且仅当有公共根)?
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结式的应用: 解多项式方程组
圆与椭圆的交点问题{

P1 = x21 + x22 − 2 = 0

P2 = x21 + 6x22 − 3 = 0

1 计算 P1 与 P2 关于 x1 的结式

R = res(P1,P2, x1) = (5x22 − 1)2. 有公共根等价于?

2 计算 R 关于 x2 的解得 x2 = ± 1√
5
.

3 分别代入 P1 = 0 与 P2 = 0, 则两式均变为 x21 − 9
5 = 0, 解

得 x1 = ± 3√
5
.

所有解(
3√
5
,
1√
5

)
,

(
3√
5
,− 1√

5

)
,

(
− 3√

5
,
1√
5

)
,

(
− 3√

5
,− 1√

5

)
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结式的应用：参数曲线的隐式化

椭圆的参数方程

x =
t

t2 + 1
, y =

2

t2 + 1
,

其中 t 为参数. 计算椭圆关于 x 和 y 的隐式方程 (=⇒ 消去参
数 t)

1 引入多项式 P1 = (t2 + 1)x − t, P2 = (t2 + 1)y − 2

2 计算 P1 与 P2 关于 t 的结式

R = res(P1,P2, t) = 4x2 + y2 − 2y

3 R = 0 即为所求的椭圆隐式方程 (Why?)
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第一次大作业

1. 编写程序计算环上两个一元多项式关于某个变元
的 Sylvester 结式：输入为 F,G ∈ R[x] 和 x, 输出为 res(F,G, x).

可以利用下式验证结果

res((t2 + 1)x − t, (t2 + 1)y − 2, t) = 4x2 + y2 − 2y
2. 利用上述程序解决如下曲面的隐式化问题, 即计算满足下述参
数方程的仅含 x, y, z 的隐式多项式.

x =
t3
2
, y =

(s2 − 1)t2
s2 + 1

, z = 2st2
s2 + 1

格式与时间要求

上交作业为电子版，需包含源程序和简单的解决方式描述
（例如主要步骤及其计算结果等），后者鼓励用 Latex 写.
截止时间为 3 月 27 日，请将作业打包.zip文件以“计算
机代数 1–姓名–学号”命名，以同样名称为邮件名发送至
zjwang@buaa.edu.cn.
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几点提示

1 建议用 Maple 软件写，因为已经有常见的处理矩阵和多项式
的函数 (和计算结式的函数 resultant(F, G, x)...)

2 利用 Maple 软件完成作业时可能需要用到的函数
degree(F, x): 返回多项式 F 关于变元 x 的次数
coeff(F, x, n): 返回多项式 F 关于 xn 的系数
Matrix(n): 构造一个 n × n 的全零矩阵
factor(F): 返回多项式 F 的因式分解
矩阵赋值可以在帮助文件中搜索Matrix Assignment
LinearAlgebra[Determinant](M)：返回矩阵 M 的行列式
基本 for 循环等命令自己查帮助文件

3 第 2 问需要消去两个变元 s 和 t, 但是结式一次只能消去一
个变元，因此...

4 源程序需包含适量的注释
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1.5 最大公因子的计算



引言 多项式基础

最大公因子

定义

设 F1, . . . ,Fs ∈ R[x] 不全为零. 如果存在多项式 H ∈ R[x], 使得
1 对所有 i (1 ⩽ i ⩽ s), H |Fi,
2 对任意 P ∈ R[x], 若 P |Fi (1 ⩽ i ⩽ s), 则 P |H,
那么称 H 为 F1, . . . ,Fs 的最大公因子 (greatest common divisor),
记为 gcd(F1, . . . ,Fs).

不一定存在 =⇒ R 限定为唯一析因整环则一定存在
不一定唯一,它们一般相差单位元=⇒ 2 x, x, (1/2)x都是 x, x2 ∈
Q[x] 的最大公因子
gcd(F1, . . . ,Fs) = G: G 为 F1, . . . ,Fs 的一个最大公因子
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本原多项式

定义

R 为唯一析因整环, F ∈ R[x] 看作关于变元 xk 的一元多项式

F =

dk∑
i=0

Ci xi
k,

其中 Ci ∈ R[x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xn], 则
系数 C0, . . . ,Cdk 的最大公因子称为 F 关于 xk 的容度 (con-
tent), 记为 cont(F, xk).
若 cont(F, xk)为单位元,则称 F关于 xk为本原的 (primitive).
称 F/ cont(F, xk) 为 F 关于 xk 的本原部分 (primitive part),
记作 pp(F, xk)

Gauss 引理 (不证明)
设 R 为唯一析因整环. 若 F,G ∈ R[x] 关于 xk 是本原的,
则 FG 关于 xk 也是本原的.
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Euclid 算法：域上的一元多项式

扩展的 Euclid算法: 同时输出 A,B ∈ K[x]使得 H = AF+BG
证明: 终止性 / 输出 H 是最大公因子
问题：域 K =⇒ 环 R ??
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多项式余式序列

多项式 A,B ∈ R[x] 称为相似的 (similar), 记作 A ∼ B, 如果存
在 a, b ∈ R 且 ab ̸= 0 , 使得 a A = b B. 称 a 和 b 为 A 与 B 的相
似系数 (coefficients of similarity).

多项式余式序列

设 F,G ∈ R[x] 且 deg(F, xk) ⩾ deg(G, xk). 称非零多项式序
列 P1 = F,P2 = G,P3, . . . ,Pr 为 F 和 G 关于 xk 的多项式余式
序列 (polynomial remainder sequence), 如果下列条件成立:

1 对所有 i (3 ⩽ i ⩽ r), Pi∼prem(Pi−2,Pi−1, xk) ̸= 0;
2 prem(Pr−1,Pr, xk)= 0.

Euclid 多项式余式序列: Pi = prem(Pi−2,Pi−1, xk) ̸= 0

本原多项式余式序列：Pi = pp(prem(Pi−2,Pi−1, xk)) ̸= 0
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多项式余式序列计算最大公因子

命题 (证明)
设 F,G ∈ R[x] 为关于 xk 的本原多项式, 而 P1 = F,P2 =
G,P3, . . . ,Pr 为 F 和 G 关于 xk 的多项式余式序列, 则

gcd(F,G) = pp(Pr, xk).

Example

F = y6 + xy5 + x3y − xy + x4 − x2,
G = xy5 − 2 y5 + x2y4 − 2 xy4 + xy2 + x2y.

Maple 程序
注意：结果是 x + y, 但中间出现的系数达几十万: 中间膨胀
=⇒ 模 11 不就不膨胀了吗!?
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模方法：路线图

模方法求解的路线图
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模方法：映射

同态映射 Z → Zm

对给定整数 m ∈ Z, 定义同态映射 ϕm : Z[x] −→ Zm[x] 为

ϕm(
∑
α

cαxα) =
∑
α

c̃αxα,

其中 c̃α ∈ Zm 满足 c̃α ≡ cα mod m.
当多项式变元的个数为零时, ϕm 将 Z 投影到 Zm.

对于一个变元的赋值映射

对某一特定未定元 xi 和固定元素 a ∈ R, 定义赋值同态 evxi−a :
R[x] −→ R[x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn] 为对未定元 xi 赋值 a.

从除法角度看, 这相当于将 F ∈ R[x] 映射到 F 除以 xi − a
的余式.
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模方法：插值

命题 (不证明)
设 u0, . . . , us ∈ K, 而 a0, . . . , as ∈ K 两两互异, 则存在 U ∈ K[x]:

1 deg(U) ⩽ s;
2 U(ai) = ui (0 ⩽ i ⩽ s).

牛顿插值
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模方法：中国剩余定理

定理：整数情形的中国剩余定理 (证明)
设 m1, . . . ,ms ∈ Z\{0}两两互素,而 r1, . . . , rs ∈ Z,则存在 r ∈ Z,

r ≡ ri mod mi (1 ⩽ i ⩽ s),

并且 r 在满足 0 ⩽ r < m1 · · ·ms 的条件下是唯一的.

整数情形的中国剩余定理算法
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模方法：中国剩余定理 II

定理：多项式情形的中国剩余定理

设 P1, . . . ,Ps ∈ K[x]两两互素. 记 P =
∏s

j=1 Pj, Qi = P/Pi,而 Ui
为 Qi 模 Pi 的逆, 即 UiQi ≡ 1 mod Pi. 对任意 R1, . . . ,Rs ∈
K[x], 令 H =

∑s
j=1 QjUjRj, 则 H ∈ K[x] 为

H ≡ Ri mod Pi (1 ⩽ i ⩽ s)

的解, 且 H 在满足 deg(H) <
∑s

i=1 deg(Pi) 的条件下是唯一的.

Qi 模 Pi 的逆怎么算？
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模方法

模方法求解的路线图
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模方法：一个例子

求 F 和 G 的最大公因子 (取变元序 z < y < x.)

F = x5 + 2 x4yz + 13 x3yz2 − 21 x3y3z + 3 x3 + 26 x2y2z3 − 42 x2y4z2

+ 2 x2 + 39 xyz2 − 63 xy3z + 4 xyz + 6,

G = x6 + 13 x4yz2 − 21 x4y3z + x4z + x4y + 3 x3 + 13 x2yz3 + 13 x2y2z2

− 21 x2y3z2 − 21 x2y4z + 13 xyz2 − 21 xy3z + 2 xz + 2 xy + 2.

第一步: 取素数 p1 = 11, 求 gcd(F11,G11), 这时

F11 = x5 + 2 x4yz + 2 x3yz2 + x3y3z + 3 x3 + 4 x2y2z3 + 2 x2y4 z2 + 2 x2

− 5 xyz2 + 3 xy3z + 4 xyz − 5,

G11 = x6 + 2 x4yz2 + x4y3z + x4z + x4y + 3 x3 + 2 x2yz3 + 2 x2y2z2

+ x2y3z2 + x2y4z + 2 xyz2 + y3 xz + 2 xz + 2 xy + 2.
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模方法：一个例子 II
(1) 因为 deg(H, z) ⩽ 3,deg(H, y) ⩽ 4, 所以在 Z11 中选取 z 的四个
赋值点 2,−5,−3, 5, 并分别计算 zi = 2,−5,−3, 5 时的最大公因
子 H11 = gcd(F11(x, y, zi),G11(x, y, zi)).
(a) 在 z1 = 2 时,

F11(x, y, 2) = 2 x5 − 4 x4y + 5 x3y + 4 x3y3 − 3 x3 + x2y2

+ 3 x2y4 + 4 x2 + xy + 5 xy3 − 6,

G11(x, y, 2) = 5 x6 − 5 x4y − x4y3 − 2 x4 − 2 x3 − 5 x2y
+ 3 x2y2 − 4 x2y3 − 2 x2y4 + xy − 2 xy3 − 4 x − 2.

又在 Z11 中随机选取 y的 5个赋值点: 1, 3, 5,−4, 4, 并用 Eu-
clid算法分别计算H11(x, yj, 2) = gcd(F11(x, yj, 2),G11(x, yj, 2))

H11(x, 1, 2) ≡ x3 − x + 2 mod 11,

H11(x, 3, 2) ≡ x3 + x + 2 mod 11,

H11(x, 5, 2) ≡ x3 + 4 x + 2 mod 11,

H11(x,−4, 2) ≡ x3 + 5 x + 2 mod 11,

H11(x, 4, 2) ≡ x3 − 5 x + 2 mod 11.
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模方法：一个例子 III

(b) 用插值算法计算 H11(x, y, z1). 令 Pi(y) =
∏

j̸=i(y − yj), 其
中 1 ⩽ i, j ⩽ 5. 由 Lagrange 插值公式可得

H11(x, y, 2) =
5∑

i=1

H11(x, yi, 2)Pi(y)Pi(yi)
−1

≡ x3 + 2 xy3 − 3 xy + 2 mod 11.

(2) 同理, 关于 z 的另外三个赋值点有

H11(x, y,−5) ≡ x3 − 5 xy3 − 5 xy + 2 mod 11,

H11(x, y,−3) ≡ x3 − 3 xy3 − 4 xy + 2 mod 11,

H11(x, y, 5) ≡ x3 + 5 xy3 − 5 xy + 2 mod 11.

(3) 由插值公式计算得

H11(x, y, z) = gcd(F11,G11) ≡ x3 + xy3z + 2 xyz2 + 2 mod 11.
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模方法：一个例子 IV

第二步: 取 p2 = 17, 采用第一步中的方法得

H17(x, y, z) = gcd(F17,G17) ≡ x3 − 4 xy3z − 4 xyz2 + 2 mod 17.

第三步: 因为 H11 和 H17 关于 x 的方次相同, 用中国剩余定理将
其结合起来可得 H = x3 − 21 xy3z + 13 xyz2 + 2 ∈ Z[x, y, z]. 经检
验, 其恰为欲求的最大公因子.

素数的选取: unlucky prime numbers
插值：稀疏插值
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多项式的无平方分解

设 R 为唯一析因整环

无平方多项式

若非常数多项式 F 无重因子, 即不存在 G ∈ R[x] \R 使得 G2 |F,
则称 F ∈ R[x] 无平方因子, 简称 F 无平方 (squarefree).

命题 (证明)
设 K 为域, 而 F ∈ F [x]. 若 gcd(F,F′) = 1, 则 F 无平方.

无平方分解

定义 F ∈ R[x] 的无平方分解为 F =
∏k

i=1 Fi
i, 其中每个 Fi ∈ R[x]

都无平方, 并且当 i ̸= j 时, gcd(Fi,Fj) = 1. 称多项式 sqfr(F) :=∏k
i=1 Fi 为 F 的无平方伴随 (squarefree associate).

因式分解：首先无平方分解, 假设输入多项式无平方
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多项式的无平方分解

仅考虑 char(K) = 0 的情形

命题 (证明)
设 F ∈ K[x] \ K, 其中 char(K) = 0. 令

P = gcd(F,F′), Q = F/P, S = gcd(P,Q), T = Q/S,

则 Q = sqfr(F), S = sqfr(P) = P/ gcd(P,P′), 而 T 是 F 的不可
约因子的乘积.

F = F1 F2
2 F3

3 · · · Fi
i · · · ,

F′ = G F2 F2
3 · · · Fi−1

i · · · ,
P = F2 F2

3 · · · Fi−1
i · · · ,

Q = F1 F2 F3 · · · Fi · · · ,
S = F2 F3 · · · Fi · · · ,

P/S = F3 · · · Fi−2
i · · · .
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多项式的无平方分解

Example
计算多项式 F = x5 − x3 ∈ Q[x] 的无平方分解.

思考: char(K) = p 有什么不同？例如 F = xp ∈ Fp[x]
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第一章总结

多项式基础：项与变元的角度看多元多项式、伪除

域论初步：根的重数 (形式导数)
结式：结式的意义、Sylvester 结式的构造和性质、应用举例
最大公因子：多项式余式序列、模方法

无平方分解：算法
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